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DEMID MATH EPM

Normalverteilung

Mnowaab nog KpUBOKA, CTaHAAPTHOE 3HaYeHMe U 60MbLInE n

B 3aga4e BennumnHa onucbiBaeTcs HopMasibHbIM pacnpegeneHmemM. Ha pucyHke aToit moge-
/M BUAHA CUMMETPUYHAas Ko/T0Konoo6pasHast KprBasi: BO3/1e CepeivHbl OHa Bbillie, MO Kpa-
AIM HUXKe. Kak Mo TakoMy PUCYHKY HaliTU BEPOSITHOCTb MONAcTb B 3a[aHHbIli MPOMEXYTOK?

Hy>KHO CMOTPETb Ha nowaAb Noz KPMBOK Haf 3TUM NPOMEXYTKOM. BbicoTa B OTAENbHO
TOUYKe BEPOSITHOCTbIO He siBnsieTcs. CHavana pa3bepém, rae HaxoamTcs cepeavHa 1 Kak
n3MepsieTcs pasbpoc; 3aTeM CTAHET MOHSATHO, Kak YATaTb rPaHuULbl Ha 06LLIei ANns Bcex
Takux 3aay Lwkane.

CepepguHa, pa3époc 1 HoBas LKana

CpepHee 0603Haumm 4 (Mittelwert). CtaHgapTHOe OTKNIOHeHWe ¢ > 0 (Standard-
abweichung) 3agaét macwrab pasbpoca. Hanpumep, npu ¢ = 100 Mo = 15 rpaHuya

130 oTcTOMT OT cpedHero Ha 30, TO eCTb Ha ABa CTaHAAaPTHbIX OTK/IOHEHNA. Ha HOBOI WwKane
el CoOOTBETCTBYET 2 = 2.

[na no6oin rpaHnubl cCHavYana BbluMTaeM cpefHee, 3aTem AenMM Ha MacluTaob:

T —
—.

z =

CpeaHee nepexoamnT B HOJMb, a OIHO CTaHAAPTHOE OTK/IOHEHUE — B eANHULLY. STO Npeob-
pa3oBaHue Ha3blBaeTcs CTaHAapTm3aumein. OHO NO3BOSET MNO/1b30BATLCS OAHOW Tabnnuein
[ANS1 pa3HbIX HOPMasIbHbIX pacnpeneneHuii.

B atoin namsaTke 3annce X ~ N(u, o) 0O3Ha4YaeT HOPMasIbHYH0 MOAESb C YKa3aHHbIMW cpes-
HVUM W CTaHAAPTHLIM OTK/IOHEHWEeM. [nA cTaHAapTHon mogenu Z ~ N (0, 1) dyHKuma &(z) =
P(Z < z) paéT nnowagb cnesa ot rpaHuupl z. B Hawem npumepe P(X < 130) = ¢(2).
HopmanbHOCTb A0/MKHa ObITb AaHa B YCN0BMM UK 060CHOBaHa NPOLLEeCCOM; OAHOMO pacno-
NOXEHUS AaHHbIX BO3/1e CPeAHEr0 HeAOCTaTOUHO.

e| HeoguHakoBble 0603HA4YEHUA B KHUTax

3aeck BTOpOK NnapameTtp B N(u, o) — CTaHAAPTHOE OTKNOHEHWE. BO MHOTMX KHUrax
Ty X€ MOZeNb 3anuchiBatoT Kak N (ju, o), TO eCTb BTOPbIM NapamMeTpoM yKasbiBatoT
avncnepcuio. MNMepeg BbluMCIEHNEM BCErAa NPOBEPb NPUHATYO B YC0BUW U
Tabnuue AOroBOPEHHOCTb.
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v|Curma-uHtepsanbl (Sigma-Regeln)

MpaBuno pacnpeaeneHus naowaaei nod HopMasbHO KPUBOIA:
/ 95,1% \

68,3%

>

u—30c p—20 p—o M pw+o pu+20 p+ 30

* B vHTepBan [ — o; u + o] nonagaeT npuMepHoO 68,3% BCEX 3HAYEHMWIA;
* B vHTepBan [ — 20; 1 + 20| nonagaet npumepHo 95,4% BCex 3HaYeHwui;
* B vHTepBan [ — 30; i + 30] nonagaet noytn BCE: 99,7% BCEX 3HAYEHWN.

Kak cuntatb BepOATHOCTU

®yHKuMA ¢ Bcerga oTcUUTbIBAET N/oWab OT JIEBOrO Kpasi KpMBOiA. MoaTomy nsowab cnpa-
Ba OT rpaHuLUbl nony4vyaem, Bblumtas /IEBYIO YacTb U3 eAuHULbI: NOSHaA naowanb nog Kpu-
BOI paBHa 1. [1ns npomexyTka oT a 40 b 6epém BClo naoLiazb criesa ot b 1 youpaem nui-
HIOK YacTb C/ieBa OT a. Tak BO3HMKaeT pa3HOCTb ABYX 3Ha4YeHnin d, a He ux cymma.

v Tpn cTaHgapTHbIe hopMbl

Bonpoc 3anuceb
héchstens b P(X <b) =@ (%2)
mindestens « P(X >a)=1-® (%)
zwischen ¢ und b Pla< X <b)=d(zp) — P(24)
a— [ b—
Raq = ) Ry = .
g g

| Ecnv BenIMunHa nsHavyasibHoO HenpepbiBHas

Y OTAE/bHOW TOUKWN HET WMPUHBI, NO3TOMY Nowaib Haj Heil paBHa Hymo: P(X =
a) = 0. B HenpepbiBHOM Mogemm P(X < a) = P(X < a), nrpaHuuy a He
HYXHO 3aMeHsTb Ha a — 1. Ecnv npnbop nokasbiBaeT OKPYrNéHHOE 3HaYeHne, 3a
3TOW 3arnunCbio Y)Xe CTOUT HEGO/IbLLOW MHTEPBAUT, Y €0 BEPOSAITHOCTb MOXET ObITb
MOJSIOXUTESTLHOMN.
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] Kak He noTepATbLCA B Tabnuue

Mepep Tabnvuel Bcerga peLum, Kakyro 06n1acTb Nog KPUBOM MLLELLL: CrieBa OT
rpaHnubl, cnpasa OT rpaHuLbl NN Mexay ABYMS rpaHuuamMu. ToNbko NOTOM cuuTai
z n nogactasnsn B .

Mpumep ¢ Ta6nuuewn

LED: hochstens 950 Stunden

MpoAo/mKUTENBHOCTL PaboThl NamMnbl X n3MepseTcs B yacax. 1o ycnoBsuo cpefHee paBHO
900, a cTaHpapTHOE OTK/I0HEeHMe — 100:

X ~ N(900,100).
Cnoso héchstens o3HauaeT «He 6oneex». Hac nHTepecyeTt nnouwaap cnesa ot 950:

P(X < 950).

FpaHmu,a Ha 50 YyacoB BbilLe cpegHero. B egnHuyax CTaHOapPTHOIoO OTK/TIOHEHUA 3TO
950 — 900
1= =
100
Tabnuua neBbix BeposiTHocTen ans z = 0,50 AaéTt

0,5.

®(0,5) ~ 0,6915.

Die Wahrscheinlichkeit betragt etwa 69,2%.

e/ 4YTO OpaTb U3 Tabnuybl

Ta6bnuua ® Aaét BeposiTHOCTb C/IEBA OT Z:
®(0,5) = P(Z < 0,5).

Ecnn B Tabnunue ToNbKO HeoTpuuartesbHble z, UCNONb3Yil cMMMeTpUID: &(—z) = 1 —
®(z). B yactHoctu, ®(0) = 0,5. NpoBepb 3aronoBok Tabnuubl: naowasb ot 0 40 2z
oTnnyaetca ot d(z).
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NHTepBan

Zwischen 750 und 1050 Stunden

PaCCMOTpI/IM Te XXe Nnamribl, HO TeNepb OCTaBUM TOJIbKO BPpEMEHA pa6OTbI MexXxay OBymA
rpaHmuammn:;

X ~ N (900, 100).
ickomoe cobbITne 3anncbiBaeTCst Kak
P(750 < X < 1050).

O6e rpaHnLbl HAXOAATCS Ha PacCcTOsHUM 150 YacoB OT CpeAHero, To ecTb Ha 1,5 cTaHaapT-
HOTO OTK/IOHEHWS. JleBasi rpaHMLa Nosly4aeT 3HaK MUHYC:

750 —900 1050 — 900
100 N 100 N
|_|l10LIJ,a,D,b cneBa oT 1,5 BK/THOHaAET N HeHy)KHbIVI NIeBbIV XBOCT 4o —1,5. Bblutem ero:

P(750 < X < 1050) = ®(1,5) — ®(—1,5).

21 —1,5, 2 1.5.

D(1,5) ~ 0,9332,  ®(—1,5) ~ 0,0668.
P ~ 0,8664.

Die Wahrscheinlichkeit betragt etwa 86,6%.

OGpaTHada 3agavya

£ Halitu rpaHuuy

Kakoe Bpems paboTbl He npesbiwatT 80% LED? O603Ha4MM HEN3BECTHYIO rpaHuLy
yepes c¢: P(X < ¢) = 0,80. Tenepb n3BecTHa n/iowab, a HalTN HYXXHO TOUKY, KOTopas
eé oTcekaeT. BHyTpu Tabnmubl UWwemM BEPOSTHOCTb, 6vkanLwyto K 0,80, 1 Yntaem
COOTBETCTBYHOLEE z ~ 0,84. ITO rpaHMLa Ha CTaHAaPTHOW LLKasie, eLé He BpeMs

B yacax. 13 z = (¢ — p)/o nonyyaem zo = ¢ — u, NO3TOMY

c=p+zo =900+ 0,84 - 100 = 984.

Etwa 80% der LEDs leuchten hdchstens 984 Stunden. Ynucno nony4yeHo no oKpyrnéx-
HOW TabNnYHON rpaHule.

e Ecnu cnpawmnBalot BepxHue 20%

P(X >¢)=0,20
3TO TO XXe CamMoe, 4TO

P(X < ¢) = 0,80.
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HopmanbHas nunm 6uHoMuanbHas mogesnb?

v Kak He nepenytartb moAesb

MpusHak Mopenb

1 HE3aBUCUMbIX 6uHoMuanbHoe pacnpegenenuve: X ~ B(n,p)
MUCcNbITaHUIA C
NOCTOAAHHbIM p, CUUTAEM

ycnexum
ycnexoB 1 Heycnexos 6MHOMUAsIbHYI0 BEPOSATHOCTb MOXHO NPUOGAN3NTL HOPMaUb-
oXunpgaercs MHOTo HOW Mocne NPOBEPKN YC/10BWIA

n3mepsieM pocT, Mmaccy, HopmanbHoe pacnpegenenve: X ~ N(u, o)

BpeMsA, AJINHY U MoAesb

060CHOBaHa

AaHbl TO/IbKO cCpeAHee U 3TOTO HEAOCTATOYHO A1 BbiGopa pacnpeneneHus
cTaHAapTHoe
OTK/IOHEeHue

AaHa HopmasibHas o6paTHasi 3aaya yepes z
MOAe/b, ULLEM TPaHULLY
Nno NPOLEHTY

Bonblwoe n: Normalapproximation

[MycTb TOUHaA mofenb
X ~ B(n,p).

Ecnu oxnaaembix YCNexoB 1 HeyCcrnexoB A0CTaTouHO MHOro, hopMy GUHOMMAsILHOIO pac-
npeaeneHns MoXHO NPUGIN3UTL HOPMasibHOI KpUBOIA. B 3TOI cepum MCnonb3yemM npakTuye-
CKYI0 NMPOBEPKY

np > 10, n(1 —p) > 10.

Cawmo no ce6e 60/bLL0e n HEAOCTATOYHO: NPU p, OYEHb G/IM3KOM K 0 UK 1, ogHa U3 3TUX
BE/INUYMH MOXET OCTaTbCA MasIeHbKOW. DTO OPUEHTUP, a HE OL|EHKA OLLUMGKN. Mpu AOCTYNHOM
TOYHOM BGVMHOMUAILHOM pacuyéTe NPUBNXKEHNE He 0653aTeNbHO.

[N BbIUMCNEHNS BBOAUM HEMPEPBIBHYO NPUGIVKAIOLLYHO BE/TUYNHY

XN~N<u:np,a:\/m>.

TouHasa mogenb X npu 3TOM OCTaéTcs GUHOMUAILHOA.

Cravana sanuwm X ~ B(n,p), 3aTem NpoBepKy ABYX YCNOBWUNA, (i, o N TONbKO NOC/e 3TOr0
nepexon K Xy.
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e ConocraB/ieHue C y4eOHUKOM

B Mathe_gesamt_2026, c. 189 (PDF: 190), npvBefeHbl npasunia np,n(l — p) > 5
nméo np(l — p) > 9; npuMepbl TaM peLleHbl 6e3 nonpasku. 34eck BbibpaHa 6onee
cTporas nposepka np,n(l — p) > 10 1 NokasaHa nonpaska Ha HenpepbIBHOCTb. B
peLleHnmn ykasbiBal BblbpaHHbIil Cnoco6: HEGO0bLIOE pacxXoXxaeHne ¢ Tabnuuein nnm
K/TI0YOM MOXET ObITb CneAcTBMeM NPUGIMKEHNS.

v [lonpaBKa Ha HenpepbIBHOCTb (,5

Ana uenbix a, b, k GUHOMMAaNbHbIA CTONOGUK NPU k NpeacTaBiIseM NPOMeXYTKOM OT
k — 0,5 po k + 0,5. MoaTomy:

BuHoMunanbHoe HopmanbHoe npubnmkeHve
coObiTue

P(X <k) P(Xn <k+0,5)

P(X <k)=P(X<k—-1) P(Xy<k—05)

P(X > k) P(Xy >k—0,5)
P(X>k)=P(X>k+1) P(Xy>k+0,5)

P(X =k) P(k—05< Xy <k+0,5)
Pla < X <b) P(a—0,5< Xy <b+0,5)

« Streaming: weniger als 170 von 250

MycTb X cuMTaeT nonb3oBaTtenei cepsuca cpeam 250 He3aBUCUMO BblIOPAHHbIX /1H0-
e, a BEPOATHOCTb MCNONb30BaHNS AN Kaxaoro pasHa 0,7. CHavana onpeaenmm
LEHTP 1 pa3bpoc npnbamxatoLLeli HopMasbHOWN KPUBOIA:

X ~ B(250,0,7), pu=175, o= /52,5~ 7,246.

np = 175 > 10, n(l —p)=75> 10.

O6e npoBepkn BbINOMIHEHbI. CioBa weniger als 170 o3HavatoT He 6onee 169: uicno
nonb3oBatenen uesnoe. rNocnegHnini BKIOYEHHbI CTONOMK 3aKkaHYMBaeTCs Ha 169,5,
MO3TOMY MMEHHO 3Ty FpaHuLy NEPEBOAMM Ha CTaHAAPTHYHO LLKasy.

P(X < 170) = P(X < 169) ~ P(Xy < 169,5).

169,5 — 175

g=
V52,5

To eCcTb BEPOATHOCTb COCTaBNAET NPUBAMKEHHO 22,4%. TOYHbIA GUHOMMWA/TbHbIV
pesynsrart: 22,28%; pasHuua okono 0,11 npoueHTHOro nNyHKTa.

~ —0,759, P ~ ®(—0,759) ~ 0,2239.
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/e He ctaBAaT 0,5

MonpaBKka Hy)XHa TO/IbKO Npu Nepexoae oT ANCKPETHOW GUHOMUAbHO BEIMUMHBI K
HenpepbIBHO HOPMaslbHOW. ECcv BeMumMHa n3HavasibHO HenpepbiBHas!, HanpuMep
BpPEMS paboThbl NamMnbl, €€ 3afaHHble rpaHuLbl Ha 0,5 He CABUratoT.

v Kak nucaTtb Ha 3K3amMmeHe

Ctpoka pelieHus UTto Hanucatb

Zufallsvariable X = nsmepsiemas BennymHa

Modell X ~ N(u,o0)

Ereignis P(X <b), P(X >a)nmm P(a < X <b)
Standardisierung z =Tk

Antwortsatz BEPOATHOCTb WM rpaHuua c Einheit

TUNUYHbIE OLLNOKU

rJYTO0 npoBepuUTb B peLueHnn

* nepenyTanv u u o;
o _ T
3abblNn cTaHJapTM3auuo z = =5,
o nnsA P(X > a) 3a6bbinn caenatb 1 — &(z);
* B MHTepBasie B35/M TONbKO OfHY rpaHuLy;
* CNO/Mb30Ba/IM a — 1 Kak B GBIHOMUaNIbHOM pacnpegeneHunu;

* Npv NPUGAMKEHNN BUHOMUANIBLHOTO pacnpeaeneHns NPoBepUan ToNbKO 60/bLLoe
n, HO He np U n(1 — p);

* MNpV HOPMasIbHOM NPUGKEHNM 3a0bl/IM NONPaBKY Ha HEMPEpPbIBHOCTL 0,5;

* B 0OpaTHOM 3aZa4e HalN z, HO He BEPHY/IUCb K & = p + z0.
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v ITOroBast naMmsaaiTKka

P(X <b) = d(z), P(X >a)=1—®(z,),
Pla< X <b)=®(z) — P(24), P(z2)=qg=2=pn+z0.
ana X ~ B(n,p) npu np,n(1 — p) > 10:

Xy ~ N(np, np(l — p)) n nonpaska 0,5.

e/ Mopgckasku ana kanbkynsitopa (GTRICAS)

HassaHuAa u nopsAaoK apryMeHToB 3aBUCAT OT MOAE/IN KaJ1bKynATOopa. Mo CMbICNy
HYXHbI:

* hormPdf — nnoTHoCTb B TOuke, a He P(X = z); A1 HOPMasibHOW BENNYUHBI
P(X =2)=0;

* hormCdf — BepoaTHOCTb UHTepBana P(a < X < b); ANs XBOCTa UCNOSb3YW
npesyCMOTPEHHYH0 YCTPONCTBOM GECKOHEYHYIO rpaHuLy;

o ANS NpUenmKeHnsa GMHOMNaNIbHOM BEPOSATHOCTM B hormCdf BBOAMM yXxe
ncrpaseHHble rpaHnLbl: Hanpumep, 169.5, a He 169 ana P(X < 169);

* invNorm — rpaHuua c no nesoi BeposaTHOCTN P(X <c¢) =¢q,0 < ¢ < 1.

MpoBepka pesynbrara: BEpOSATHOCTb NeXUT B [0; 1], a HallAieHHas rpaHnLa BbipaXeHa B
eANHULIAX VCXOHOI BENNUMHBI.

CamonpoBepKa: CHauasia 6e3 orBeTa

e Ubungsaufgabe: Fiillmenge

Die Fullmenge X einer Packung ist normalverteilt mit dem Mittelwert 500 ml und der
Standardabweichung 4 ml.

1. Berechnen Sie P(492 < X < 508).
2. Bestimmen Sie ¢, sodass 90% der Packungen hochstens ¢ ml enthalten.

3. Geben Sie P(X = 500) an. Warum ist das Ergebnis mit einem Mittelwert von 500
ml vereinbar?

B aT0i1 3aaa4e X n3HauyaibHO HENpPepPbIBHAS: rpaHnLbl He casuratoTes Ha 0,5.
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OTBeThbl K camMmonpoBepke

e Losung

21:492—500:_27 22:508—500:2
4 4
P(492 < X < 508) = ®(2) — ®(—2) ~ 0,9545 = 95,45%.
Fur die obere Grenze qilt:
D(2.) =09, z.=~1,28155, ¢=500+ 4z, ~ 505,13 ml.

Die Normalverteilung ist stetig, daher ist P(X = 500) = 0. Ein einzelner Punkt hat
keine Flache; Intervalle um 500 kénnen eine positive Wahrscheinlichkeit haben.

CpegHee 500 M 3a0aET UeHTp pacnpegeneHmsa. OHO He 03HavyaeT, YTO POBHO 3TO YNC/I0
06513aTeNIbHO NOAB/IAETCH B BbIOOPKE.

CopepxaHue

Haxmn HasBaHue uim Homep cTpaHuubl. 3aknaakm PDF noBTopsitoT pasgensl. OTBETbI OTKpbIBaii noce coo-
CTBEHHOW MOMbITKK.
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