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Parallelogramm im Raum — Aufgabe 2

m Originale Aufgabenstellung

v MepeBop ycnosus

[laHbl YeTbipe TOYKM B MPOCTPAHCTBE:
A(=3]=2[5), B@|-2[3), C(9I6]7), D(5]6]9).

YacTb a (Teil a). HyxHO nokasartb, Uto ABC' D — napasiniesniorpaMmv
(Parallelogramm), coctaBuTb ypaBHeHue nnockoctn (Ebenengleichung) n Haintn
TOouky nepeceyeHns P (Schnittpunkt) napannenorpamma c ocbio z (z-Achse).
YacTtb b (Teil b). Npamas g npoxogut yepes C' napasinienibHO ocu z. MNpamvas h
npoxoguTt Yepes C' NnepneHAnKysapHO napasnnenorpammy. HyXXHO HaliTK OCTpbIit
yron nepeceveHuns (Schnittwinkel) aTux npambIX.

Npes pelueHusa

Mo KoopanHaTam YeTbIpEX TOUYEK NMoKa He BUAHO, 06pas3ytoT /I OHW napasinenorpamm. MNpo-
BEPUM NepeMeLleHns BAOMb NPOTUBOMNOIOXHbLIX CTOPOH: eCnu AB = DC v AD = BC, atn
CTOPOHbI NMONapHO paBHbI U NapannesibHbl. Ha4YHEM C BbluMTaHUA KoopauHart. lNonyyeHHble
Hanpas/ieHNA 3aTeM NPUrogAaTcAa A1 3anuUcy NI0CKOCTU, Tak YTO NepPBOE BblYUC/IEHNE He
npuaeTca aenarb 3aHOBO.
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a) Parallelogramm und Ebene

= Parallelogramm zeigen

Gegeben.
A(=3|—2]5), B(1]-23), C(9]6|7), D(5]6]9).
Rechnung.
4 4
AB=B-A=]| 0 |, DC=C-D=1]0
-2 —2
} 8 8
AD=D—-A=|8], BC=C-B=]8
4 4
Antwort.

AB = DC und AD = BC

Fur ein nicht entartetes Parallelogramm mussen die benachbarten Seiten aul3erdem
linear unabhangig sein. Das bestatigt das folgende Kreuzprodukt.

£ Ebene aufstellen

UT06bI 3anncaTb N/I0CKOCTb, HANAEM BEKTOP, NepneHanKyNnsapHbIi 060MM Hanpasnie-
HUSAM €€ CTOPOH. Takoi BEKTOp HasblBaeTCsl HopMasiblo. BeKTopHOe nponsBeseHne
AaET NOAX0AALLYI0 HOpMaslb; €€ HeHyneBas A/vHa 3a04H0 NOATBEPXAAET, UTO
CTOPOHbI HE /fiIeXaT Ha OAHOM NPAMOiA. [leneHne HopMasin Ha 16 MeHseT AJINHY, HO
cOXpaHsieT nepneHanKynsapHOCTb, NO3TOMY ypaBHEHME NIOCKOCTU MOXHO YNPOCTUTb.
Ansatz. Ein Normalvektor entsteht aus dem Kreuzprodukt zweier unabhangiger
Richtungsvektoren der Ebene:

4 8 16 1
ABxAD=| 0 | x|s|l=|-32|=16]-2
—9) 4 32 2

Den Faktor 16 durfen wir kiirzen. Damit wahlen wir

Das Kreuzprodukt ist nicht der Nullvektor: Die vier Punkte bilden ein nicht entartetes
Parallelogramm und bestimmen genau eine Ebene. Kontrolle:

i-AB=1-44(=2)-042-(=2) =0,

-AD=1-8+(-2)-8+2-4=0.
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Rechnung. Damit hat die Ebene die Form
18] 8 45— ) <l 2% = (@,
Punkt A(—3| — 2|5) einsetzen:
d=-3-2-(-2)+2-5=11.

Antwort.

|E: z—2+22=11|

Die Kontrollangabe stimmt.

a) Schnittpunkt mit der z-Achse

= Schnittpunkt berechnen

Ansatz. Auf der z-Achse gilt:

Rechnung. In die Ebene einsetzen:

0-2-04+22z=11 = 7= =,

11
P (0\0\7)

= Prifen: liegt P im Parallelogramm?

Antwort.

HaingeHHan nnockocTb 6eckoHeyHa, a napasinesniorpamm 3aHMMaeT TObKO eé YacTb.
OT BepLUMHbI A MOXHO MPONTU A0/ s CTOPOHbI AB 1 f0NK0 t CTOPOHbI AD. YTO6bI
ocTatbCs B urype, Kaxaas fonsa foskHa nexartb ot 0 go 1. Hargém atm gonun ans
TOYKM P.

Ansatz. Punkte im Parallelogramm haben die Form

A+ sAB+tAD, 0<s<1, 0<t<l.

Rechnung.

o O
o
W
oo

=1-2|+s] 0 | +1]8

H
=
o
|
)
I
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1
1
_3+48+8t:0:>‘9:4_1'
Auch die dritte Koordinate stimmt:
1 1 11
2. 44. - ==,
g 4Jr 4 2

Antwort. Da s = ; und ¢ = ; beide zwischen 0 und 1 liegen:

P liegt im Parallelogramm.

e/ Moyemy npoBepKa Hy)XXHa

MapameTpsbl s, ¢t 3apaT Aonu ABYX CTOPOH. Mpn 0 < s,¢ < 1 ToYKa NpUHaAAIEXUT
napasnnenorpaMmmy, Bkitoyasa rpaHuly. CTporo BHyTpu oHa npun 0 < s,t < 1; 3HaYeHue
0 nam 1 y ntoboro napameTpa ykasblBaeT Ha CTOPOHY (oUrypsbl.

b) Winkel zwischen ¢ und h

= Richtungsvektoren

Gegeben. g ist parallel zur z-Achse:

e}

—

’Ug:

o

1

h ist senkrecht zum Parallelogramm. Deshalb nimmt man den Normalvektor der
Ebene:

Beide Geraden gehen durch C(9|6|7):

g: X =C+r(0]0]1), h: X=C+q(1]—-2]2), rqeR.
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e Schnittwinkel berechnen

Yron mexay npsMbIMU Onpeaensietcs ux HanpasaeHnsamMu. [1s BeKTOpoB u - v =

|u| |[v] cOS ¢. Y NpsAMOI MOXHO BblGpaTb NMPOTUBOMNO/IOXHBIN HANPaB/IAOLWNIA BEKTOP,
MO3TOMY HaM NOAXOAUT MEHbLUWI N3 ABYX CMEXHbIX YI10B. MoAyNb CKasApHOro
Npov3BefeHnsa AaéT HeOTpULLATENbHbIN KOCUHYC MMEHHO 3TOoro yra. [ocne aenexHus
Ha ANVHbI NTPUMEHNM arccos B pexunme DEG.

Ansatz. Der kleinere Schnittwinkel entsteht aus dem Betrag des Skalarprodukts:

|779 ) 77/1’
Cos(p) = ==
|Tg| - ]
Rechnung.
Ty - Ty = 2, 1, = 1, 0] = /12 + (—=2)2 + 22 = 3.
2 2 o
cos(p) = 3 = ( = arccos 5 )| 48,19°.
Antwort.

Kontrolle: Fur die Figur muss s,t € [0; 1] gelten. Fur A nimmt man die Normale. Der Betrag
im Skalarprodukt liefert den kleineren Winkel.
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