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CBepsi nocsie cobCTBEHHOM NOMbITKA. HOMepa coBNaatoT C JIMCTOM YC/I0BUIA; pa3fen AJ1 MOBTOPEHMA yKasaH nocie
Kaxgoro pasbopa.

33pava 1

Fir a€R sei fa(x)=ax3-2a. Bestimmen Sie die Ableitung nach x und berechnen Sie F'3(2).
MNpoun3BoaHaA —2a paBHa HyJ10, @ MPON3BOAHAA ax3 paBHa 3ax2. 3HauuT, fa(x)=3ax>.
f3(2)=3-3-22=36.

MNpoBepka. MNoactaBuM a=3 3apaHee: f3(x)=3x3-6, f3(x)=9x2 n f3(2)=36.

I'ne nerko ownbuTHCA. He anddepeHLmMpyit @ Kak NepeMeHHYH0 X: 3TO pa3Hble posin 6ykB.

MoBTOPUTbL B KOHCMEKTE: «4TO GUKCUPYETCA NPU BbIYUC/IEHNM NMPON3BOAHOMY.

33pa4a 2

Bestimmen Sie die Definitionsmenge der Funktion fa(x)=1/(x-a)+2 und geben Sie die senkrechte Asymptote an. Es gilt
aER.

x—a#0 o3HayaeT x#a. [MoaTomy Da=R\{a}.
Mpn x—a- GYHKUNS CTPEMUTCSA K —=, a NMPU X—a+ — K +«. BepTMKa/bHas aCUMNTOTa: X=a.

MNposepka. MNpu a=0 nonyyaem 1/x+2 c 3anpewéHHbIM X=0; Npu a=3 BCSA KapTUHA CABUraeTCa BNpaBo
Ha 3.

F'Ae nerko owmnbmTLCA. 3anpeLLeHo 3HaYeHne apryMmeHTa x=a. CaM napameTp a 34eCb MOXEeT 6bITb JIl06bIM
BELLECTBEHHbIM YNC/IOM,

MoBTOpUTL B KOHCMekTe: «O061acTb onpeaesieHa NPOBEPAEM A0 COKPALLEHNAN,

3apava 3
Bestimmen Sie fir alle a€ER die Anzahl und die Lage der reellen Nullstellen von fa(x)=x?+a.

Ecnv a<0, Yncno —a nosIoXKMTeNbHO: X=+v(-a), ABa Pa3/INYHbIX HYNS.

Mpun a=0 egMHCTBEHHbIN HY1b X=0 MMeeT KpaTHOCTb ABA. MNpun a>0 NnpaBas YacTb —a OTPULATESIbH],
OEeNCTBUTENbHbIX HYJIEN HET.

MNpoBepka. a=-4 faéT Hyn 2, a=0 — Hyb 0, a=3 — NOJIOXNUTENIbHYO PYHKLUMIO X2+3.

I'Ae nerko owmnbunTbCs. He TepAn oTpMLATENbHbIM KOPEHb W Pa3iyai oAnH ABOMHON HY/1b M ABA PA3/IMYHbIX HYAS.

MoBTOPUTbL B KOHCMeKTe: «Kak MEHSIETCA YNCIO0 AeNCTBUTE/IbHbIX KOPHEN».
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3apava 4

Der Graph von fa(x)=ax2+2 mit a€R soll durch P(-2|14) verlaufen. Bestimmen Sie a.
MoacTaBnaeM KOOpAUHATLI: a-(-2)2+2=14, To ecTb 4a+2=14.

4a=12, no3ToMy a=3.

MpoBepka. f3(-2)=3-4+2=14.

I'oe nerko ownbuTbHCA. (-2)2=4, a He —4; NPON3BOAHAA [AJ1A YC/IOBMA NPOXOXKAEHMA YEePE3 TOUKY HE HYXXHa.

MoBTOPUTb B KOHCMEKTE: «4TO PUKCMPYETCS MPU BbIMNCIEHNN NPON3BOLHOMN».

3apava s
L6ésen Sie ax=a nach x fir alle reellen Werte des Parameters a.
I'IpM az0 e InM Ha a U noJsiydaeM eANHCTBEHHOE peLlueHne x=1.

Mpwn a=0 ncxoaHoe paBeHcTBO 0-x=0 BepHO ana ntoboro XER. Mo03TOMY MHOXECTBO peLleHni B
3ToM cniydae — R.

MpoBepka. Mpn a=0 noaxoaat 1 x=0, n X=7; Npn a=2 PaBEHCTBO 2X=2 AAET TONIbKO X=1.

F'ae nerko ownbuTbca. OTBET X=1 A4/1 BCeX a NponyckaeT 6€CKOHeYHO MHOTO peLueHui npu a=0.

MoBTOPUTbL B KOHCMekTe: «Ocoboe 3HaYeHNE Heslb3s MOTEPATb NPU AESIEHUN»,

33p34a 6

Gegeben ist fa(x)=ax?-4x+1. Bestimmen Sie a so, dass der Graph an der Stelle x=2 eine waagrechte Tangente hat. Es gilt
aER.

f'a(x)=2ax-4. Ycnosue npu x=2: 4a-4=0, oTkyaa a=1.
Touka KacaHua nmeet BbicoTy f1(2)=4-8+1=-3. KacaTenbHaa — npamMas y=-3.
Mposepka. f1(x)=(x-2)?-3 nmeet BeplmnHy (2|-3), f"1=2>0.

I'ne nerko ownbuTHCA. Ycosue fa(2)=0 o3Ha4ano 6bl TOUKY Ha OCKU X, KOTOPOW B 33ia4e He TpebyioT.

MoBTOPKUTbL B KOHCMEKTe: «HaKJIOH 1 KacaHue Aat0T pa3Hblie YyC/10BUA».

3apava’7

Bestimmen Sie alle reellen Nullstellen von fa(x)=ax2-2x. Unterscheiden Sie a=0 und a=0.

Mpu a=0 nonyyaem fo(x)=-2X C eANHCTBEHHbIM HYN1EM X=0.

Mpu az0 paBeHcTBO X(ax—2)=0 AaéT x=0 nnam x=2/a. Yncno 2/a He paBHO HYJ11O, MO3TOMY HY/IN
Pa3/INYHbI.

Mposepka. Ana a=1 Hynn 0 n 2; gna a=-2 Hyan 0 n —1. NoACTaHOBKA B ax?—2X AJET Hy/ib.

I'ne nerko ownbuTHCA. Popmyna 2/a He onpeaeneHa npu a=0. leneHne Ha X noTepano 6bi Hyb 0.

MoBTOpPUTbL B KOHCMekTe: «Ocoboe 3HaYeHMe Heslb3A NOTePATb MpuU AeNIeHUN».
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3apava 8

Untersuchen Sie fiir a€R die Anzahl der reellen Nullstellen von fa(x)=x?-2ax+1 und geben Sie diese an.
A=(-2a)?>-4=4(a>-1). MNpwu |a]>1 gBa HynA: x=a*V(a%-1).

Mpu a=1 nmeem (x-1)?, oAMH ABOMHOM HyNb 1. Mpn a=-1 nmeem (x+1)?, oANH ABONHOM Hy/b —1.
Mpun —1<a<1 AUCKPUMUHAHT OTpULLATENEH, AENCTBUTESIbHBIX HY1€N HET.

MNpoBepka. MNpeacTtaBneHune (x—-a)2+1-a2 NoKa3bIBaeT Te Xe C/ly4au No BbICOTE BEPLUNHbI.

I'ae nerko ownbuTbLCA. M3 a2>1 cieayet a<—1 Unum a>1; oTpuuUaTe ibHble NapaMeTpbl TOXE Aat0T ABa HYNA.

[MoBTOPUTL B KOHCNeKTe: «Kak MeHsaeTCa Yncsio OENCTBUTEIbHbIX KOpHePI».

33p34a 9

Fir fa(x)=ax?+x soll die Tangente an der Stelle x=2 die Steigung 5 besitzen. Bestimmen Sie a und die
Tangentengleichung.

fa(x)=2ax+1. N3 4a+1=5 nony4yaem a=1.
f1(2)=22+2=6, N0O3TOMY KacaTesibHaA y=6+5(x-2)=5x-4.

MNpoBepka. NpaMas npoxoanT Yepes (2|6), eé HakNoH 5 coBnaaaet ¢ f1(2). Kpome Toro
X2+X—(5x-4)=(x-2)2.

I'ae nerko owmnbunTbca. HaknoH 5 He ABNAeTca cBo60AHbIM Y1eHOM KacaTesibHOW. [11A Hero Hy>Ha eLé To4ka (2|6).

MOBTOPUTbL B KOHCMEKTE: «4TO GUKCUPYETCA NPW BbIYNCIEHUN NPOU3BOLAHON.

3apava 10

Gegeben ist fa(x)=(x2-a?)/(x-a), a€ER. Bestimmen Sie die Definitionsmenge und den Grenzwert fiir x—a. Liegt bei x=a
eine senkrechte Asymptote vor?

NcxoaHbI 3HaMeHaTeNnb TpebyeT x#a, noaTomy Da=R\{a}.
[na x#a umeem (x-a)(x+a)/(x-a)=x+a. CnepoBaTesibHO, Npeie/l Npy X—a paBeH 2a.

Mpenen KoHeYyeH: BepTUKAIbHOM aCMMNTOTbI HET. Fpadpurk — NpAMas y=x+a C BbIKOJIOTON TOYKOWN
(al2a).

MNposepka. MNpu x=a+h, h#0 ncxoaHaa Apobb paBHa 2a+h 1 cTpemuTca K 2a npu h—0.

['ne nerko owmnbuTbea. HyneBon 3HaMeHaTe b caM Mo cebe He AoKa3bIiBaeT acMMNTOTY. Moc/sie cokpalleHna X=a Bcé
eLlé NCK/TYEHO.

MoBTOPUTL B KOHCMeKTe: «O061acTb onpeaesieHNa NPOBEPSIEM A0 COKPALLEHNAN,
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3apava 11
Bestimmen Sie alle a€ER, fir die der Graph von fa(x)=x?-2ax+4 die x-Achse beriihrt. Geben Sie die Beriihrpunkte an.

fa(x)=2x-2a, N03TOMY B BO3MOXXHOM TOYKE KacaHWS Xo=a.
fa(a)=4-a2=0 paét a==2. Npun a=2 To4ka (2|0), npn a=-2 Touka (-2|0).

DOYHKUNK MMET BUA, (X—2)2 1 (X+2)2, No3TOMyY B 06emnx TouKax oCb AeNCTBUTENIbHO ABIAETCA
KacaTtesZibHON.

MNpoBepka. A=432-16 obpallaeTcs B HyJib MMEHHO NPV a=%2, YTO NOATBEPXKAAET ABOMHbIE HYJIN.

I'ae nerko ownbuUTHLCA. PaBeHCTBO [a(Xo)=0 HaxoauT BepLumHyY Nto6oi napabosibl ceMencTsa. TobKo ycnosue fa(xo)=0
BbIBVpPaeT HyXXHble NapamMeTpbl.

MoBTOPUTbL B KOHCMEKTe: «HaKJIOH 1 KacaHue AatoT pa3Hblie YyC/10BUA».

33p34a 12

Gegeben ist ha(x)=(x-2)2+1, wobei a eine positive ganze Zahl ist. Bestimmen Sie den Grenzwert fiir x—»-« getrennt fir
gerade und ungerade Werte von a. Untersuchen Sie anschlieBend den Fall a=-1 gesondert.

MpKY NONOXUTENBHOM YETHOM @ UMeeM (X—2)2—=+w 1 ha(X)—+. PN NONOXKNTENBHOM HEYETHOM a
06a npefena paBHbl —«,

OTpenbHo a=-1: h-1(x)=1/(x-2)+1, o6nactb onpegenenuna R\{2}. Mpn x—»-« opobb cTpemMnTCcaA K 0
CHM3Y, No3Tomy h-1(x)—>1.

Mposepka. MNpu x=—100: h2=10405, hs=-1061207, h-1=101/102~0,9902. 3TV 3Ha4YeHNA COrnacyroTca
C HanNpaBJIeHUSAMM NPeLenoB.

I'Ae nerko owmnbunTbCa. a=-1 He BXOANUT B CIyYail MOIOXKMTESIbHOro HEYETHOrO NoKa3aTe ia; OTpULaTe /ibHaA CTeneHb
03HayvaeT Apobb.

[ToBTOPUTL B KOHCMEKTe: «U,EJ'II:IVI NMoKa3aTeJlb 1 HalnpasJieHne 6eCcKOHeYHOCTUY.

3apa4ya 13

Fiir a€R sei fa(x)=Vv(x+a). Die Tangente an der Stelle x=3 soll senkrecht zur Geraden y=—4x+2 sein. Bestimmen Sie a, die
Definitionsmenge und die Tangentengleichung.

Y 3a/1aHHO NPAMOW HAKJIOH —4, MO3TOMY HAKJIOH KacaTenbHown 1/4. NMponsBoaHasn fa(x)=1/(2v(x+a))
onpeneneHa npun x>-a.

B x=3: 1/(2V(3+a))=1/4. OTctopa v(3+a)=2, 3+a=4 n a=1.
D1=[-1;+). Touka kacaHus (3|2), noaToMy y=2+(x-3)/4=x/4+5/4.

Mposepka. 3+1=4>0, f1(3)=1/4, npon3seneHne HakNoHoB (-4)-(1/4)=-1. B x=3 KacaTe/ibHaa nmeeT
BbICOTY 2.

F'ae nerko ownbmTLCA. MepneHanKYIAPHOCTb He 03HAYaeT NPOCTO CMEHY 3HaKa HaKJIoHa. MpaHMLa X=—a BXOAMNT B
061acTb GYHKLUMK, HO He B 061aCTb €€ KOHEYHOW NMPOM3BOAHOM.

[ToBTOPUTL B KOHCMEKTE: «Hak/0H 1 KacaHue JatoT pa3Hble YyC10BUA».
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3apava 14

Untersuchen Sie fa(x)=x3-3ax fiir alle aER auf stationare Stellen und lokale Extrempunkte. Bestimmen Sie die
Koordinaten und behandeln Sie a=0 ausdricklich.

fa(x)=3(x2-a). Mpu a<0 Bblpa)keHMe x2—a MNOJIOXKNTENIbHO, CTALIMOHAPHbIX TOYEK U JIOKAJIbHbIX
3KCTPEMYMOB HeT.

Mpn a=0 nmeem fo=x3. B x=0 npon3BOAHAs PaBHA HYJIO, HO €€ 3HaK C 06enX CTOPOH MOIOXKNTEIEH.
DTO cTaumoHapHbI neperunb (0]0), He 3KCTpeMyM.

Mpwn a>0 cTaumMmoHapHble abcunccbl +va. 3Haku F: + Ha (—=;—va), — Ha (-Va;Va), + Ha (Va;+).
Makcnmym H(-va|2ava), MuHMMyM T(vVa|-2a+va). VX BbICOTbI NOJIy4eHbl MOACTAaHOBKOM B X3-3ax.

MpoBepka. f"a(x)=6x: Npn Xx=—va oHa oTpuMLATENbHA, NPWN X=Va NONIOXNTENbHA. /1A a=1 TOYKK
H(-1[2), T(1]-2).

I'Ae nerko owmbuTbCA. [Ba coBnaBwmX peweHmnsa x=+0 npu a=0 He Aa0T MakCMMYyM U MUHMMYM. Hy>KHa NpoBepKa 3HaKa
Npon3BOAHON.

MoBTOPUTL B KOHCMekTe: «CTauMoHapHasA TOYKa MOXET NepecTtaTb HbiTb 3KCTPEMYMOMY,

3apava 15

Fir a,bER sei f(x)=x+a+b/x mit xz0. Der Graph soll in T(2|5) ein lokales Minimum haben. Bestimmen Sie a und b sowie
alle weiteren lokalen Extrempunkte.

f(x)=1-b/x2. Ycnosue F(2)=0 pnaét 1-b/4=0, nosTomy b=4.
N3 f(2)=2+a+4/2=5 HaxoguMm a=1. Monyyaem F(x)=x+1+4/x, xz0.
CTaumoHapHble Toukn: 1-4/x2=0, To ecTb X=+2. Bropas npoussoaHas f"(x)=8/x3.

Mpn x=2 nmeeM f"=1>0 un F(2)=5, MUHNMYM noaTBepXAEH. Mpn x=-2 nmeem f'=-1<0 n f(-2)=-3:
BTOPOW 3KCTPEMYM — MaKCMMyM H(-2|-3).
MNpoBepka. Ha NonoXunTesibHOM NoNyocn X+4/x=4, 3HaunT F>5 ¢ paBeHCTBOM B X=2. Ha

oTpuMLAaTeIbHOM NOJIyoCH NOACTaHOBKA X=-t, t>0, naér f=1-(t+4/t)<-3.

I'ae nerko owmnbuTtbesa. Pewms F(2)=0, ewwé Henb3a 3abbITb BbICOTY 5 nan 06bABUTL MUHUMYM 6e3 npoBepku. Touka x=0
He NPpMHAANeXNUT rpaduKy.

MoBTOpUTL B KOHCMeKTE: «CTaLMoHapHaaA TOYKA MOXKeT nepectaTb 6bITb JKCTPEMYMOMD»,
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3apa4ya 16

Fir a>0 begrenzen der Graph von fa(x)=a-x? und die x-Achse eine Fldche. Bestimmen Sie A(a). Fir welchen Wert von a
betragt der Flacheninhalt 36 Flacheneinheiten?

Hynu: x=tva. Mexay HMMK a—x2=0.

A(a)=2f ot 0 go va (a-x?) dx=2[a-x-x3/3] oT 0 go Vva=(4/3)ava.

N3 A=36 nonyyaem ava=27. Myctb t=va>0; Toraa t3=27, t=3 n a=9.

JOna HanpgeHHoM GYHKUMM y=9-X2 rpaHmLbl 061acTh X=-3 1 x=3.

Mposepka. 2f o1 0 #0 3 (9-x?) dx=2(27-9)=36. [MoN0XNTENbHbIN KyONYECKNIN KOPEHb €AMHCTBEHEH.

[oe nerko ownbuTHCA. PaHMUbI 3aBMCAT OT NapamMeTpa. Hesb3A MHTerpupoBaThb OT —a [0 a: HYJIM PaBHbI +V/a.

MoBTOPMUTL B KOHCMEKTe: «[lapamMeTp B rpaHMLLaX MHTerpasna.

3apa4a 17

Bestimmen Sie fir alle a€ER die Anzahl der verschiedenen reellen Lésungen von ax?-2(a+1)x+a=0. Geben Sie die
Lésungen an und begriinden Sie, warum der Fall a=0 vor der quadratischen Lésungsformel zu priifen ist.

Mpwn a=0 ocTaéTca -2x=0: eAMHCTBEHHOE pelueHune x=0.
Mpn a#0 ANCKPUMNHAHT A=4[(a+1)2-a%]=4(2a+1). Ecnn a<-1/2, BeNCTBUTENbHbIX PeLUeHNI HeT.
MNpu a=-1/2 AUCKPUMMNHAHT HyneBown: x=(a+1)/a=-1, oA4MH ABONHON KOPEHb.

Mpu a>-1/2 n a#0 ABa pa3NYHbIX pelleHns: x=[a+1+V/(2a+1)]/a. 3Tn chyyam BmecTe ¢ a=0
MCYEpnbIBalOT BCE BELLECTBEHHbIE MAPAMETPbI.

MNpoBepka. Ana a=—1 ypaBHeHMEe —x?>—1=0 He MMeeT BeLLEeCTBEHHbIX KOPHeN; ANna a=-1/2 nonyyaem
—-(x+1)2/2=0. Ans a=1 KOpHU 2+V/3 nmMetoT cymmy 4 1 nponsseaeHne 1, kak Tpebyet x2-4x+1=0.

r'ae nerko ownbmTbLCA. Mpr a=0 ANCKPUMUHAHT NOJIOXKUTESIEH, HO YPaBHEHMWE InHeHoe. NpaBuio «A>0 — fBa KOPHA»
34eCb HEMPUMEHUMO.

[ToOBTOPUTL B KOHCMEKTe: «Ocoboe 3HaYeHne Henb3A noTepATb NpU AeNTEHNN».

33p34a 18

Bestimmen Sie fiir x>0 eine Stammfunktion von fm(x)=x™ In(x) fir alle mER. Behandeln Sie m=-1 gesondert und priifen
Sie beide Formeln durch Ableiten.

Ons m#-1: u=In(x), du=dx/x, v=x"*1/(m+1). Mo yactam nonydaem x™** [n(x)/(m+1)-[1/(m+1)]fx™ dx.
CnepoBaTtenibHO, Fm(x)=xm*"[In(x)/(m+1)-1/(m+1)?]+C npn m=z-1.
Mpun m=-1 nonoxum t=In(x), dt=dx/x. Toraa [In(x)/x dx=Jt dt=(In(x))?/2+C.

MNpoBepka nepsoi ¢opMybl: Npon3BoAHaA NnponsseaeHna pasHa X™[ln(x)-1/(m+1)]+x™/(m+1)=x™
n(x). NMpounssoaHasa sTopoit: (In(x))-1/x. O6e npoBepkM BbIMNOSHEHbI HA X>0.

MpoBepka. NMpn m=0 nepBaa ¢opmyaa AaéT x In(x)-x+C; npu m=1 — x2 In(x)/2-x2/4+C. x
npousBogHbie In(x) n x In(x). Ana m=—1 popmMyna c AeneHMem Ha m+1 He NCnoJib3yeTcs.

I'ae nerko ownbmTbLCA. MoacTaHoBKa M=—1 B GopMyJly NepBOro c/iy4yan NpMBOAUT K Ae/IeHNI0 Ha HyJ/1b. OCobblIi
napameTp MCCIeaytoT B UCXOAHOM MHTerpare.

MoBTOpPUTbL B KOHCMeKTe: «[loyeMy B NnepBoo6pa3HON BO3HMKAET OTAEbHbIN ClyYan».
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